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R E S U N O 
Este trabalho foi desenvolvido para elaborar uma técni 
ca que possibilite a resolução de problemas que necessitem a Q 
timização de várias metas estocásticas e/ou deterministicas si- 
multâneas, sujeitas a uma certa ordem de prioridades, com as mes 
mas ou diferentes unidades. 
Na primeira parte são abordados os aspectos de progra 
mação por multiplos objetivos deterministicos, e ainda uma peque 
na generalização para metas estocästicas, quando estas estiverem 
sujeitas a uma mesma prioridade e solução somente para o caso de 
menor risco. 
Na segunda parte está desenvolvido um modelo matemáti 
co, computacional, que abrange tanto o caso determinístico como 
0 estocástico, com prioridades diferentes conferidas às metas. 
As soluções que advém da aplicação desta metodologia a um probli 
ma são sempre associadas a um valor individual de risco, possibi 
litando assim uma decisao pelo maior ou menor "conservadorismo" 
dos dirigentes. ~ 





A B S T R A C T 
The main purpose of this work was to develop a tech- 
nique that enables the solution of problems that require the 
otimization of many satistical and or deterministic goals simul 
taneously, where each goal may have a different priority. 
The first part of this work analyses deterministic 
Goal Programming as well as the stochastic case with all the 
goals under the same priority and when only the solution with 
the lowest risk is required. , _ 
The second part of this work develops a computational 
mathematical model to solve the stochastic and or deterministic 
Goal Programming problem with many goal priorities sand under 
all possible risks. The solutions generated by this mathematical 
model allows the decision maker to decide his best solution con 
sidering all the risks. 
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SIMBOLOGIA 
vetor representativo das metas.' 
[-1. C0
\ 
U) |,-¡- 3 O meta i, ou componente do vetor das metas. 
valor Ótimo para a meta i . 
vetor de instrumentos. 
iésimo componente do vetor de instrumentos. 
valor Ótimo para o iësimo componente de vetor de instru 
mentos. 
multiplicador de Lagrange ou coeficiente de aversão ao
O 
risco. . 
vetor representativo dos desvios. 
= iésimos componentes do vetor de desvios. 
vetor correspondente ao termo independente das restri 
... çoes. 
matriz formada com os coeficientesdas variáveis xi nas 
restrições cujos desvios não fazem parte da Função obje- 
tiva. 
matriz formada com os coeficientes das variáveis xi ^nas 
restrições cujos desvios fazem parte da função objetiva. 
inverso generalizado de R. 
vetor arbiträrio de ordem (n-rl. 
numero de instrumentos, ou número das variáveis xi . 
numero de metas. 
matriz de variancia-covariancia. 
vetor de variáveis aleatórias com média zero e variância 














representa Y-RX . 
varlancia. 
oovariãnoia. 
vetor de prioridades. 
iésima prioridade. 
componente da linha i e da coluna J de w'1 
iésima linha da matriz Y-RX. 
variável do dual. 
função 
desvio padrão do elemento i . 
= iésimos componentes do vetor de desvios 
U[yi]= função utilidade da meta yi. 




1.1 - Histórico 
O "Goal Programming" [G.P.] proposto por Charles e Boo 
per. e, mais tarde, estudado por Y. Ijiri, D€TmiÍ9 resolver pro 
blemas que envolvem uma série de metas [goals] simultaneamente. 
Estas metas devem ser atingidas. segundo uma ordem de priorida 
des, pela escolha apropriada dos sub-objetivos, aqui designados 
por "×i". A solução apontada pelos autores acima pressupõe que 
exista uma relaçäo linear entre as metas Íyãl e os sub-objetivos 
(Xi). 
Bruno Contini, por sua vez, propos um tratamento para 
o caso das metas estarem sujeitas a distribuições normais , mas 
todas com igual prioridade. 
1.2 - Propósito do Estudo 
O propósito deste estudo é o de formular um procedimen 
to matemático que generalize a soluçao de problemas de ” goal 
programming" para o caso em que as metas, ainda sujeitas a um 
critério de rioridades, e os coeficientes dos sub-ob`etivos . p
O 
estejam sujeitos a distribuiçoes normais. 
1.3 ~ Importância do Estudo 
Observa-se que, em casos práticos, os coeficientes dos 
sub-objetivos podem representar previsões sujeitas a uma certa 
variação. D exemplo clássico é a colocação dos sub-objetivos co 
mo quantidades e de seus coeficientes como preços unitários pre
2ú 
vistos. Obviamente deve-se ter um conjunto de valores para as me 
tas para cada risco que se vai correr. Desta forma. os resulta 
dos para o problema sempre estarão associados com um risco. 
Ésta forma de oferecer uma solução de problema, Forne 
ce sempre mais subsídios para um tomada racional de decisão. 
1.4 - Limitações do Estudo 
Para a formulação deste modelo fazem-se duas suposi~ 
ções restritivas, a saber: - 
a] as variações das metas ou coeficientes dos sub-objetivos 
seguem distribuições normais; ' 
b) o relacionamento entre as metas e os sub-objetivos é li 
nBôI`. . m 
A
~ 
Mesmo com estas limitações, muitos problemas práticos 
podem ser aproximados a este sistema. 
1.5 - Condições de Pesquisa 
A pesquisa para estabelecer este modelo foi realizada, 
pelo autor, na Universidade Federal-de Santa Catarina, 'durante 
um periodo de doze meses. As idéias foram se delineando após os 
inumeros debates resultantes do curso de "Economia da Engenharia 
Avançada", com o Dr. Leonardo Ensslin. 
1.6 - Definição dos Termos 
Na programação por objetivos [goal programming). as me 
tas são conjugadas na mesma função objetiva. Pode~se chamar as 
metas de um vetor Y* , que deverão ser atingidas, a menos de um 
vetor de desvios, pela escolha apropriada de um vetor instrumen- 
to que designa-se por X, sujeito a um certo risco caracterizado 
por um coeficiente pk . Não se pode Falar em uma soluçao C\ 3 p. O GJ 
"mais satisfatória", pois que para cada risco, ter-se-á um resul
3 
tado Ótimo particular. 
1.7 -- Desenvolvimento do Estudo 
No capitulo 2, será apresentado o desenvolvimento do 
modelo de G,P. para o caso mais simples de relação estocástica 
entre as metas e os sub-objetivos. Recai-se em um caso de progra 
mação quadrática passível de uma rápida e simples resolução, pg 
ra o ponto de variancia mínima, e sem diferenciação de prioridâ 
des para as metas. . 
O capitulo 3, apresenta o mesmo caso de G.P. , agora 
resolvido supondo uma ordem de prioridades para alcançar os objâ 
tivos e, ainda, considerando vários valores de variancia. O pro 
blema de minimização envolvendo uma forma quadrática será solu- 
cionado atendendo as condições de Kuhn-Tucker de otimização. 
Um exemplo da aplicação do processo desenvolvido no ca 
pitulo 3, será dado no capítulo 4. 
O capitulo 5 contém as conclusões em caráter de fecha 
mento deste trabalho. 
No apêndice l está apresentada a listagem do progra- 
ma computacional utilizada na ilustração do capitulo 4. 
No apendice 2 esta apresentado um novo modo de encarar 




c A P I T U L o 2 
RETRosPEcTo 
2.1 - Formulação do"Goa1 Programming"deterministico 
Considerando uma relaçao linear entre as metas e os 
sub-objetivos, o problema consiste em calcular um vetor X tal 
que:'› 
Y* = RX + desvio minimo (ll 
na presença de restrições, também lineares, das variáveis instru 
mento: 
BX f H (21 
xi É D É j-4: ]-›2:III›n 
"' * Nesta situaçao, o vetor Y tem dimensão (q × ll e. por 
tanto, existem q metas na funçao objetiva, correspondendo esta 
a soma dos desvios associados a suas respectivas prioridades. A 
dimensão do vetor X é 
nhecidos (q x ll, B é 
A resolução 
de programação linear 
(n × ll, R é uma matriz de coeficientes co 
uma matriz [m × nl, e H é um vetor (m × ll. 
deste sistema pode ser realizada através 
como segue: 
min IPZ* + Pz'1 , _ 
_ 
(41 
5.6 Rx - 12* + 12' = Y* (5) 
sx f H ts) 
xi, zš, 2; = O (7) 
onde P é um vetor de prioridades fl × ql, e I ë a matriz iden- 
tidade de ordem [q × ql. A propriedade que obedecem os desvios 
é 25 . zš'= U , para j = 1,2,---zn . `
15 
Existe ainda uma segunda aproximação para a resolução 
do sistema (ll, [2] e (3), chamada de método dos inversos gene 
ralizados,'e, prova-se [7]*que a solução pode ser dada por: 
` ` 
× = R*Y* + RQB , 
onde R* é o inverso generalizado de R , portanto, de dimensão 
[n × ql; R9 representa uma matriz do espaço base nulo de ordem 
[n [n-r]], tal que RRU = U_. Finalmente, B e um vetor arbitrá 
rio de ordem (n-r). . 
A resolução do sistema, nestascondições, pode ser rea 
lizada através de uma programação linear conforme o modelo: 
Min £R°B] [8] 
5.6. R+Y* + RQB = x (91 
sR+Y* + BRQB f H (101 
R+Y* + Rçg = 0 - (11) 
Nota~se, imediatamente, uma correspondência perfeita 
das equações [4], (5), (6) e (71 com as (81, (9), [10] e (11), 
respectivamente, Pode-se refletir que a matriz R9 dará peso ao 
desvio B , e que a escolha desta matriz será forçada pela imposi 
ção das restrições (9), (10) e (ll) sobre o instrumento X. 
Por outro lado, pode-se provar que a soluçao expressa 





z `fRi× - yi1| (121
1 
onde Ri representa o vetor componente da linha i da matriz 
R. - _ ' 
No método dos inversos generalizados, a solução repre 
senta a minimização pelo método dos minimos quadrados[7]: 
Q . 1/2 
IX (Ri× - yäal (131
1 
Q 
- O número entre parenteses refere-se a bibliografia citada no 
Fim deste trabalho. '
6 
2.2 - Formulação de um Modelo Simplificado de'Boal Programming" 
Estocästico. ' e 
Bruno Contini propos uma extensão natural do G.P. con 
siderando a relaçäo estocástica correspondente a equação (ll, D3 
la seguinte forma: , ~ 
Y = RX + U ÍI4) 
onde U, de dimensão (q × 1), representa um vetor de variáveis Ê 
leatorias, tomado como normalmente distribuído com média zero e 
variância correspondente a matriz W de covariäncias. 
Fazem-se agora, as seguintes suposições: 
al R ë uma matriz de coeficientes fixos; 
b] O número de instrumentos desconhecidos (xi), fé igual ou 
maior a q , ou seja, n > q s
_ 
c] A matriz não singular W é conhecida, e, portanto, pode 
S8. afirmar que o vetor Y é distribuido normalmente. 
EÍYJ = EÍRX] + E[U] ; logo, EÍY) = EÍRX) 
VÍY] = VÍRX + U] , logo, V[Y] = V(U]. 
Tomando-se a equação da distribuição multi~normal, pg 
de¬se afirmar que: 
¢fy1 yqz = czfifq/2 w`1/2.50/2 [151 
onde Q ë definido por: 
Q = (Y-R×1'w`1,(Y-Rx: tis) 
O problema, então, consiste em encontrar o vetor ins- 
trumento X para o qual a probabilidade do vetor Y = RX + U 
cair dentro de uma região Y**,.definida por Y* E Y** E EQ, se 
ja maximizada. Como consequencia da normalidade da distribuição 
do Y, pode-se concluir pela fôrma elipsoide da sua vizinhança 
Y** 
, e ainda da não singularidade de W . segue-se que a forma 
quadrática expressa por (181 tem uma distribuição qui-quadrada. 
com q graus de liberdade[7).
A minimização da forma quadrätioa pode ser obtida se- 
gundo o seguinte procedimento: 
' A = tv* 4 Rx1'w`3:v* - Rx) , ou 
A = K + ×'A× + 2p'× (171 
onde, 
A = R'w`1R , e (la) 
p _ -R'w lv* . (191 
Para encontrar o valor minimo basta fazer: 
dA/ÓX = 2AX + 2p = D [20] 
AX = -p (21)
‹ 
_ 
Se A for não singular. 0 que é obvio se q < n , en 
tão a solução ótima terá a seguinte forma: 
x* = -A`1p (221 
x* = (R'w IR) 1R'w lv* (231 
A formulação do G.P. estocästico, com restrições, e 










O , para i = 1,..., 
,,,r..
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C A F Í T U L O 3 
-MODELO DE "GDAL PRUGRAMMING" 
ESTDCÃSTICD GENERALIZADO 
Este capítulo apresenta um modo mais geral de Formu- 




* ~ . . . . . ~ . As metas yi estao sujeitas a distribuiçoes normais, 
z - , cada qual com uma media e uma variancia propria. Para se atingir 
estas metas yš , deve-se encontrar um vetor instrumento X apro 
priado. Supõe-se que exista uma relação linear entre' X e Y . 
Nas condições acima, o problema consiste em calcular 
um vetor X*, tal que: A› 
Y* - RX* - U = desvio minimo [25] 
z. z para cada valor da variancia. Provar~se-a, mais adiante. que as 
variações estocästicas de rij e as de yj podem ser mensura- 
das por uma Única variação, expressa por U . 
Na equação (25), U é um vetor de dimensão [n × 1] de 
variáveis aleatórias, que será tomado como normalmente distribui 
do com média igual ao vetor zero e matriz W de variäncia~oova- 
riäncia. - 
R e uma matriz de coeficientes conhecidos. na prati 
ca, muitas vezes, estimados.
A 
W . matriz de variäncias-covariëncias. deve .ser não 
singular e conhecida. - 
. Se todas restriçoes forem-colocadas na função objeti- 





. Fll --z Tlm X1 U1 Clí-'Clí 
yn rnl ... rnm Xm un da-da 
- 1 
onde m =›n f de modo a assegurar. pelo menos, uma solução viá 
Ve1I 
Pode-se, agora, reanalisar o problema da seguinte ma- 
neira: na expressão (25), Y*, RX* e U «são vetores com dis- 
tribuição multi-normal; segue-se daí que o segundo membro desta 
equação também o será; logo: A ~ 
E[YJ ~ EÍRXI - EÍU) = Eídesviosl 
Y* - RX* = Eídesviosl (261 
e, portanto, pode-se escrever que a solução do problema consiste 
em encontrar o vetor desvio minimo, o que. obviamente, será uma 
função do vetor instrumento X, com um valor médio mais uma varia 
ção. 
V(Y~RX]-VÍU) = Vídesviosl 
V[Y-RX]-V[U] = Vídesviosl = U 
V[Y-RX) = V[U] = W [27] 
Esta Última expressão implica em que seja possivel considerar to 
da variaçao de Y menos a de RX numa só, ou seja, de U . Na formu 
lação de um problema, se forem considerados os valores RX fixos 
e transferida toda sua possível variação para Y, ter-se-ä Final 
mente que: 
V[Y) = VÍU) = W . 
Sendo À o multiplicado de Lagrange, tal que U=À<W . 
pode-se assegurar que: a 
Hx] = ÀEX + tY*_R×1'w`1(Y*›R×) (za) 
. *rf
10 
onde f[X] é uma função concava e EX representa a soma dos 
desvios, ou: ' l ' A 
H m 
EX = É [yi " É Fijxjl 
i=1 j=l 
z A fim de facilitar o desenvolvimento desta forma matri 
cial, pode-se adotar a seguinte nomenclatura: 
y1~r11×1 ... -rlmxm L1 
Y-Rx = = 
yn-rnlxl ... -rnmxm Ln 
Var yl ~ Cov y1y2 ... Cov ylyn 
Cov yzyl Var y2 . ... Cov yzyn 
Iuulunaunlnnnunnnnc uucnonnu 
W = n¢l¢l||¡I nauuzlnu 1 unnuuauu 
Cov yny1_ Cov yny2 ... Var yn 
811 612 ... ãln 
821 322 .-- Õzn 
W-1 = . 
anl anz ... ann 
Da_anälise da primeira parcela da equação [28] em face 
a esta nova nomenclatura, resulta: 
ÀEX = ÀL1 + ÀL2 + .. + ÀLH 
Analogamente. para a segunda parcela da equação (28), 
em Face desta nova nomenc1atura{
I f"!*` I
ll 
all 512 ... aln Ll 
321 622 ... azn L2 
- - 1 2-.. n ......... - (Y*-R×)'w`1tY*-Rxl - IL L L I 
` - 
anl Õnzã zu- Õnn Ln 
= LÊÕ11 * L1L2@21 * L1L3õ31 --- * L1Lnfin1*
2 + L1L2ô12 + Lzôzz + L2L3a32 .. +VL2Lnan2+ 
+ . - . - . . . . . - . . . . . - - -.-z . . ¢ . . . . - - . - -1... _¡. 
+ L1Lna1n + Lztnázn + L3Lnõ3n...+~Lãõnn __ 
Na programação por objetivos existe uma certa ordem 
de prioridades para se atingir as metas, expressa pelo vetor P 
de prioridades. Uma nova abordagem como esta modifica substanci- 
almente o problema, pois a função objetiva passará a ser:
D 
f(P×1 = ÃL1P1 + (_ZI L1Liõi1) P1 + ÀLZPQ + 1: 
_ 
D - ' T`I 
+ tišl L2Liõi2J P2 + + ÂLnPn+ti§1 LnLiõin) Pn 
- 
- [29] 
É preciso salientar que a minimização da equação [28] 
não dará o mesmo resultado da minimização da (291, pois, enquan 
to a primeira ê minimizada considerando todas restrições com mes 
ma prioridade, a segunda o Faz atribuindo pesos relativos de pre 
ferência para o atendimento destas. 
Pode-se escrever finalmente que: 
n n 
f[PX] = Z- ÍLjÀ + Z LjLiãij] Pj ÍBU) 
j=1 i=l 
A minimização da equação [30] gerafl, para cada valor 
de À , um conjunto-de valores de × . Em outras palavras, ob- 
tem-se uma série de resultados eficientes ao se minimizar a equâ 
ção de forma quadrãtica (301, para cada valor de risco simboliza 




zação unicamente da variância, assunto já abordado no capítulo 
2. ' 
Está-se em presença de um problema de programação qua 
drätica. Para resolvê-lo pode-se valer das regras de otimização 
de Kuhn~Tuoker: 
t U D 
,_ MÍfl(f[PX)] = Z ÍLjÃ + E LjLiãi) Pj 
j:1 1:1 
‹ , 
s.a. xi ë O 
al viabilidade do primal: A 
representa a satisfação das restrições do primal. no pre- 
sente caso, a excessão de xi = O , não se tem restrições 
no primal. u 
D] Viabilidade dO dual! 
if-^fi 0; 1 = 1,...,m 
. Bxi 
A 
c] folga complementar: 
8? 
Xj Íššš 
' 9] - U ; J ~ 1,..-,m 
E£etuando as operações, e derivando parcialmente a Ê 
quação (301 em relação a xi , obtém~se um sistema de equações 
lineares. Para facilitar a visualização da operação de derivação 
pode-se desenvolver, por exemplo, BF/3x1 'que apresentará as se 

















Z ["F21Li'FilL2]5i2i P2'ÀT2lP2 + 
1 1 
lncnculo :lui lan nuno I u u u I n | uno + 
n . 
Iizl [“Fn1Li'FilLn]ãin| Pn'ÂPn1Pn 1: 
e. portanto, chega-se a: 
- R H H 
af/QX1 = Z Z- ['FjlLi'FilLj]õijPj “ Â Z Fjlpj 
j=1 i=`1" j=1 
Da mesma Forma, para as restantes variáveis xi , ter- 
se-á:
_ 
n- n n 
af/3X2 = .Z 12 f'Pj2Li'Pi2Lj]õijPj _ Ã .Z Pjzpj J=l i=l J=l
9 
no na ounlonnnnnc : ¡ I u nun n n u o n u n u n ¡ I I u :uu u n u | u I ¡ ou 
_ H D H 
af/8Xm = E 2 L'FjmLi°PimLj]ôijPj ' Â E Pjmpj 
j=1 1=1 j=1 
Pela condições de Kuhn-Tucker de otimização, ou ×j=O , 
ou 8?/äxj = O para todo j . [31] 
' Quando xj = O , o problema Fica resolvido quanto a es 
ta variavel, mas quando xj # O exige-se que seja satisfeita a 
equaçao [3l]. Toma-se o caso mais geral para analise, ou seja, 
Xj Í U . - 
É importante notar que cada parcela de 8?/Gxi = U es 
ta contida em um espaço diferente, pois o fator Pi multiplica- 
tivo de cada parcela assim o requer. Em outras palavras. não se 
pode somar um termo do coeficiente P1 a outro com 'P2 , pois Ê 
les não pertencem ao mesmo espaço. Na realidade deve-se consideJ 
rar que BF/ãxi é, na otimização, igual ao vetor zero de dimen
14 
sao (1 × nl, ond 
ferentes. ou sej 
Ássim 
e n e o numero de parcelas com prioridades di 
a, de existencia em espaços diferentes. - 
sendo. matematicamente. o sistema (31) passa a 

















E [_rn2Li'ri2Ln]ain Pfl`Ãrn2Pn O 
em diferentes espaços. Matrioialmente se tem:
n 
E (“F11Li'Fi1Ll]ãi1 P1'ÂFl1P1 Ú 
=1
n 
n _ . 
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21 [¬F2mLi'FimL2)õi2 P2“ÂF2mP2 Ú
1
¶Ê fácil notar que se pode rearranjar os elementos des- 
tas matrizes, para formar outras matrizes que chamarse-àzde "m_ 
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Chega~se, portanto, a um numero n de sistemas de e- 
quações. Cada um destes sistemas deverá ser resolvido independen 
temente dos outros, pois cada qual se desenvolve em espaço pró- 
prio.~ ‹ ^ - 
Nota se que cada sistema apresenta m equaçoes com 
m+l incógnitas, ou seja, m incõgnitas do tipo × mais o coe 
ficiente de aversão ao risco À . Como À vai assumir valores 
entre O = À < W . haverá um conjunto de soluções ótimas associa 
das aos diferentes À. 
U procedimento para resolução é o seguinte: 
1] fixa-se um valor para Â : 
2] encontra-se a região de soluções possíveis para a matriz 
de prioridades P1 : _ 
3) verifica-se qual sub~regiao desta atende a matriz de prio 
ridade P2 ; 
4] e assim por diante até Pni: 
5] fixa-se outro valor para À e repete-se o processo de 
cálculo. 
'Se todas as prioridades forem atendidas, ou então, na 
faixa de valores de À para a qual todas as prioridades são sa 
tisfeitas, pode-se plotar num gráfico, 
n n 
_ 'Ã' 
onde À será o coefioiepte angular conforme a equação (301. 
' Ao se tomar o multiplicador de Lagrange igual a zero , 
e ao se conferir a mesma prioridade para todas metas, recai-se 




af/a×1 = 2 2 1-r¿lLí-ri¿L¿¡1.zi¿ = o 
j=1 1=1 
n n 








= -2R'w`1Y-2R'w_lRx ê 0 (331 
sendo O um vetor de dimensão (n × 11. 
Este sistema de equações (33), corresponde a minimiza 
ção da variância sem levar em conta os valores esperados, e é e- 
xatamente igual ao sistema desenvolvido no capitulo 2 . Este ca 
so, considerado como particularizaçao do modelo genera1izado.tem 
origem na minimização da forma quadrätica definida como: 
ç 
Q = tv*-Rx) w`1(Y*-Rx) 
ânalisando a relação estocästica mais simples: 
' 
` Y* = RX + U 
z Pode-se agora Qgpresentar uma ilustração da aplicação 






Sejam as metas yl e y2 . Na nomenclatura proposta 
neste trabalho tem¬5@z
V1 ' P11×1 ' P12 
V2 ¬ P21×1 ` F22 
Var yl Cov 





















J * Í`f11fY2"f21×1'f22×2) " 
Vy1Vy2 - Cov y 






_ _"I".1.2. '.F1.l Xl.'.I`.1.2.X.2.].V.y2 
W 1 * Í-`I"12(y2`I"2lX1"I`22X2] " 
VV1VY2 ` Ê°V2Y1Y2 
“ P22[y1”P11X1°F12×2]] ___”“__“_-§-“*- 
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1 + [-r11(y2-r21×1~r22×2)<- 
. 
' COV I 
'f21fY2'f21×1'P22×23VV1 ‹ 
-Cov ylyz 
' Í`2l[y1-1"1l×1`I"l2×2)] ~'í““_ =` O 




1 + [-r12[y2-r21×1jr2z×2] - 
Vy1Vy2 - Cov ylyz 
A 




Como já foi dito, a resolução requer agora o cálculo 
para diferentes valores de X , do conjunto xi para o siste- 
ma de duas equações com o fator P1 e, independentemente para o 
sistema, também de duas equações, com o Fator P2 .
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C A P Í T U L O 4 
EXEMPLO NUNÊRICÚ 
Este capítulo está voltado para a apresentação de um 
problema real, para exemplificar a mecanica do manuseio do mode 
lo desenvolvido neste trabalho. " 
4.1 ~ Apresentação do Problema 
Para exemplificar a aplicação da programação estocãsti 
ca por múltiplos objetivos, foi realizada a programação da produ 
ção para as necessidades de uma indústria. 
Esta fábrica apresentava, ao público, um total de 
trinta produtos diferentes codificados como 101; 102; 103; ...; 
130 . A maior dificuldade para coordenar um nível de produçao, 
na linha de fabricação, residia no fato das previsões de venda 
se alterarem com frequencia, podendo, inclusive, sofrerem tres 
alterações num periodo. 
A linha de fabricação, tentando sempre se moldar ã 
estas previsões, padecia de uma série de transtornos, como admis 
são e demissão de pessoal em periodos curtos de tempo, atrazos 
inesperados na entrega de mercadoria ou formação de estoques eš 
cessivos. 
Uma programacao que levasse em consideração a estocas- 
ticidade da previsão de vendas poderia diminuir, radicalmente , 
os efeitos que tais variações ocasionam na organização,_ de modo 
que a linha decisória de ação poderia ser tomada dentro de um 
senso mais realistico. 
As fábricas do genero, em geral, enfrentam asazonabili 
dade para a venda de seus produtos, em parte devido ã existência 
bem delimitada de estações, na maior parte da zona consumidora, 
e em parte pela própria politica de"marketing"que concentra es-
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forços de venda nos meses mais quentes. 
As estatísticas de vendas. em anos anteriores, compro 
vam a existência de tres periodos distintos e independentes de 
vendas durante um ano. Desta forma, pode-S8 examinar um período, 
fixando as condições de término do mesmo. porquanto os demais po 
dem sofrer um tratamento rigorosamente semelhante ao que agora 
propor-se~ã.' 
A administração desta empresa identificou, ¡.:. 3 |-ø. O ¡.›. DJ lmen- 
te, sete objetivos para seu trabalho. Alguns são facilmente al- 
cancãveis, outros só serão satisfeitos com muito sacrifício. Po 
de-se enumerã~1os como segue: ' 
1. obter o maior lucro possível, considerando que tudo o que 
fosse fabricado seria vendido. 
2. manter o nivel máximo de produção atual. evitando-se _gaâ 
tos para a ampliação do parque industrial já existente. 





f 1 minimo de 
siderando 
estoque. especialmente no final 
5.000 unidades dos produtos 101 
a demanda real igual a previsão 
estoque, especialmente ao final 
327 unidades dos produtos 115 a 
a demanda real igual a previsão 
do periodo, um 
a 114 e l27,con 
de vendas.
_ 
do período. um 
128, também con 
de vendas. 
conseguir um custo minimo de estoques caso não seja vendi 
da toda produção. 
manter a linha de produção com um minimo de ociosidade.
0 
A apuração da viabilidade de atendimento destas metas. 
deve ser realizada pelo seu confronto com as restriçÕes.e×isten- 
tes para sua plena satisfação. Estas, no problema levantado, são 
restrições relativas a: 
- estrangulamentos na linha de produçao 
f previsão de vendas 
¬ previsão para estoques 
~ previsão para o lucro
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Equacionando convenientemente estas restrições, pode- 
se evidenciar facilmente o que seria necessário ocorrer para que 
cada um dos objetivos fosse satisfeito. 0 método simplex de reso 
luçao do "goal-programming". no entanto, se encarrega de apresen 
tar a melhor solução possível para o problema em seu conjunto. 
Em continuaçao da análise, seria necessário a disposi 
ção dos objetivos em ordem decrescente de prioridades. A adminiâ 
tração da empresa apontou a seguinte ordenação, com a adição de 

















deve-se atender plenamente a demanda de ven 
das e dos estoques. 
o estoque final dos produtos, igual ao esto 
que médio, deve ter um custo nunca superior 
a Cr$ 10.000.000,00 . . 
0 estoque médio de produtos deve ter um cus 
to minimo de Cr$ 10.000.000,00 ._ . 
não produzir mais que o necessário para as 
vendas. A 
não deixar ociosidade na linha de produçao. 
o lucro do periodo não deve ser inferior ao 
valor estimado de Cr$ 35.373.840,00 . 
o lucro do periodo não deve ser superior ao 
valor estimado de Cr$ 35.373.640,00 . 
as quantidades de estoque médio não devem 
ser maiores que 5.000 unidades para os produ 
tos 101 a ll4 e 127, e de 327 unidades para 
115 a 125. 
A existência da prioridade n° 3 se prende ao fato de 
que ela ê uma forma de complementar a prioridade n° 2 . Esta Gl 
tima assegura um custo máximo de Cr$ 10.000.000,00 para o esto 
que médio, mas nao diz quanto é, se o For, inferior. Exatamente 
para se descobrir este valor á que se introduz a prioridade n93. 
Por raciocinio análogo,a prioridade.nç 7 complementa a 




Com esta formulação. o metodo dará todos valores requâ 
ridos para análise dos decisores, isto é, o custo dos estoques, 
0ciosidade'na linha de produção, lucro no periodo , quantidades 
estocadas e, finalmente, a produção aconselhada. 
A meta anteriormente descrita como "manter o nível má 
×imo de produção atual", foi considerada não como um objetivo, 
mas sim como algo taxativo e certo. Desta forma, se torna neces- 
sário assegurar que este fato figure como restrição do problema, 
uma vez que estas são, obviamente. satisfeitas antes de qualquer 
objetivo. 
Pode-se ver agora como são equacionadas as restrições. 
Na tabela l¿ apresentada no final deste capítulo , as 
cinco primeiras inequações representam o máximo de produção pos 
sível em cinco departamentos, codificados como 01 a 05, da linha 
de fabricação. Uma análise mostra que não ê fácil, em princi - 
pio, a detetaçáo daquele que poderá estrangular a produção . 
mas a solução pelo método G.P. dirá qual ou quais e o quanto ca 
da departamento estará estangulando se o estiver. Da mesma forI 
ma em relação a ociosidade. - 
Ainda na tabela 1, as inequações de numeros 06 até 35, 
representam as previsões de vendas. Estes dados, minuciosamente 
obtidos junto aos setores de"marketing"e estatistica podem , no 
entanto, sofrer variações. 
As inequações 36 e 37 representam as quantidades de as 
toque médio e final aconselnáveis, ou seja, 5.000 unidades dos 
produtos 101 a 114 e 127, e de 327 unidades para os 115 a 128. 
Ve-se, pelos termos independentes destas inequações, que 0 total 
de vendas para o primeiro item é previsto em 152.627 unidades , 
enquanto que para o segundo é de 8.993 unidades. 
A inequação numero 38 apresenta o lucro previsto caso 
toda produção seja realmente vendida. Os coeficientes de cada va 
_ _ riavel representam o lucro liquido individual, descontando inclu 
sive as perdas eventuais. 
Finalmente, a inequação numero 39 da tabela 1, repre- 
senta os custos de estoques. 05 coeficientes de cada variável
â›
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são obtidos multiplicando-se o custo unitário de fabricação do 
produto pelo custo de capital da empresa, o qual já sabe-se ser 
de 2,18% ao mês. Como se está num horizonte de planejamento que 
contem quatro meses, o coeficiente de cada variável terá a ser 
guinte expressão: ' 
custo unitário de fabricação flaíl + U,U2lB)4| 
Para se obter o custo médio dos estoques, basta sub- 
trair do termo independente desta inequação n° 39 o valor de 
Cr$ 388.073.39l,O0 que corresponde ao custo de estoque de toda 
demanda prevista, que se supõe, não fique estocada e sim seja 
vendida. 
De todo este conjunto de restrições apresentadas, so- 
mente aquelas referentes a previsão da demanda tem caracteris- 
ticas estocásticas. Isto significa que as ínequações de n° 8 até 
n° 35 tomam a seguinte forma no tratamento analítico: 
' - 'É = . fi×1 *'d1 dl Yi * “1 
onde ui tem distribuição normal. 
Todas as 30 inequações mencionadas, no entanto, são re 
ferentes ao mesmo departamento da organização, e se chegou a 
conclusão de que a dispersão dos valores em torno de yi para 
i = 6 a 35 é aproximadamente proporcional ao proprio valor de 
yi 1 éx - 
V1-1 ~ Vi ~ yi+1 
°1-1 °i °i+1 
Este dado simplifica 0 problema, pois não precisar- 
se-á do valor de "aversão ao risco", À , para analisar os resul 
tados. Por outro lado, torna-se também desnecessário a -determi- 
nação do desvio padrão, oi , para os valores de ui . uma vez que 
este á proporcional ao valor das respectivas metas, para todas 
restrições sob efeito da estocasticidade. 
A orientação para resolução do problema proposto foi 
o da determinação de tres pontos de solução, que a direção da em
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presa via como interessantes para fornecer subsídios para a toma 
da de ação. São eles: ' ` 
+. ¡ para = U 
(yi "' >\Õi] › Dõrô >\Õi = Ú,1 yi
  
[yi + ÂUÍI , para Koi = 0,1 yí 
A fim da se visualizar estes três pontos, p1ota~se o 




» \_× Àõ. Àõ. ,, 
›»f~-2 1 1 zzxa ¬/"A \`\\` " ` ' \ 
x ///,Í/ii-_"z , 1:45 ` Í\`-" 1 \V " " 'Í 1 z fzz É 
0.9 Yi Yi' 1 T P. 
-4.2 ~ Solução do Problema 
A tabela 2, apresenta a preparação das restriçoes e 
do sistema de prioridades para o cálculo computacional de otimi- 
zação. para o caso de (yi + Koi] , para Àoi = O . 
A funçao objetiva, nesta Formulação, corresponde exata 
mente a minimização dos desvios das metas, identificados.pela di 
retoria, conforme já anteriormente explicado, segundo a ordem de 
prioridades fixada.
' 
Apos B3 iterações, absorvendo 152 K de memória no com 
putador IBM-370, foi obtido o seguinte resultado:
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RESULTADO DA FURIVIULAÇ/7\0 F-1 
EEJUAÇÃO N° DESVIUS POS. DESVIOS NEG 
01' 0.0 
02 0.0 
03 0.0 3417.3 
04 0.0 0.0 
“ 05 
' 0.0 27325.9 
06 0.0 0.0 
07 0.0 0.0 
08 3709.3 0.0 
09 0.0 0.0 
10 1290.8 0.0 
11 0.0 0.0 
12 0.0 0.0 
13 0.0 0.0 
14 0.0 0.0 
15 0.0 0.0 
18 0.0 0.0 
17 0.0 0.0 
10 0.0 0.0 
19 0.0 0.0 
20 0.0 0.0 
21 0.0 0.0 
22 ' 0.0 0.0 
23 0.0 0.0 
24 326.0 0.0 
25 0.0 0.0 
20 0.0 1 . 0.0 
27 0.0 0.0 
20 ~ 0.0 0.0 
29 0.0 0.0 
30 0.0 0.0 
31 0.0 0.0 




34 0.0 1.0 
35 À 0.0 0061.9 




38 l594437.0 0.0 





ANÁLISE DA FUNÇÃO OBJETIVA 









Análise dos resultados da formulação F~1: 
Nota-se que, como' as equações 01. 02, 03, 04 e 05 repre- 
sentam as limitações do setor produtivo, o departamento n° 
04 está estrangulando a linha de fabricação. E dai resulta 
que a primeira prioridade, referente ao pleno atendimento 
de vendas e estoques, não pode ser atendida. Aqui os deci- 
sores podem tomar duas posições; a primeira deixando de Ê 
tender pedidos nas quantidades de 6.863 unidades dos produ 
tos 129 e 130, respectivamente, equações nç 34 e n° 35 ; a 
segunda alternativa é eliminar o estrangulamento da secçao 
04, possibilitando que ela passe do nivel de 13.330 para 
20.193 unidades. ç 
As prioridades 02 e 03 satisfeitas, com atendimento comple 
to, traduzem a integral possibilidade de deixar os esto- 
ques médios num custa de crs 10.000.000,00 . 
A prioridade n° 04‹não foi satisfeita, como já se poderia 
esperar, uma vez que, além da produção para vendas, a prá 
pria prioridade 01 exigiu uma produçao para estoques. Toda 
via, a existencia desta P4 serve para indicar claramente o 
excesso de fabricação em relação a demanda, vemos que é 
exatamente 5.327 unidades, ou seja, 5.000 unidades distri 
buidas entre 101 a 114 e 127, mais 327 unidades de 115 a 
126. 
0 valor de 76.579 unidades em "atendimento", constada na 
P5, significa que não foi possivel eliminar totalmente a
, 
2a 
ociosidade da linha de fabricação, e esta quantia é o quai 
tum a mais que ainda poder-se-ia fabricar. ' 
.E.`A prioridade U6 satisfeita indica que o lucro não é infe 
rior aos Cr$ 35.373.632,00, e a P7 mostra o quanto a mais 
se gerou, isto é, houve um lucro resultante adicional. de 
crs 1,594.437,o0 . z _ ' 
F. A prioridade U8. plenamente satisfeita, assegura que não 
se formaram estoques excessivos, ou, em outras palavras . 
rão maiores do que havia sido programado. 
De posse destes dados, a direção da empresa alterou um 
ponto de vista inicial, qual seja o de não fazer novos investi- 
mentos. Isto porque foi considerado plenamente viável a alterna- 
tiva de aumentar em 6.863 unidades a limitaçao produtiva do se 
tor U4, uma vez que, na verdade, o investimento seria pequeno.
5 
Obviamente, o resultado a ser atingido, apos esta modi 
ficação, será outro. ~ 
Por outro lado, dado a já verificada possibilidade, os 
decisores aumentaram o lucro mínimo requerido para ............ 
Cr$ 36.425.952,00 . 
' Assim, a tabela 3 apresenta a nova formulação F-2 com 
as alterações, em relação a F-l, do termo independente da equa- 
ção U4 que passa a ser 20.193, e da equação 38, que passa a 
SBP CP$ 36.425.952,UU . 
' Os resultados gerados pela aplicação do G.P., progra- 
mação por multiplos objetivos, são os seguintes:
‹
RESULTADO DA FDRMULAÇÃO F-2 












11 _ 0.8 
12 0.0 
13 0.0 







































































































ANALISE DA FUNÇÃO OBJETIVA 
Prioridade Atendimento Valor - 
01 completo 0.0 
02 ' completo 0.0 
03 completo 0.0 
5326.9 
76578.9 
06 completo 0.0 






Análise dos resultados da formulação F-2: 
A. A secção 04 continua sendo o "gargalo", para as condições 
" propostas, mas como P1 foi totalmente satisfeita, demeendâ 
se que esta secção, e também as outras quatro, tem possibi 
lidade de resolver toda previsão de vendas proposta e, in 
clusive os estoques adicionais requeridos. . 
B. Tal como já ocorreu em F4l, as prioridades 02 e 03 são in 
tegralmente satisfeitas. 
C. A meta n° 04 não foi alcançada, e o seu resultado em "aten 
dimento" traduz o excesso de produção em relação a previ- 
são de vendas, ou seja, aconselha a fabricação, para esto 
ques, de 5.327 unidades distribuídas da seguinte maneira: 
- 2.480 para produto 101, 
~ 2.520 para produto 105, 
~ 140 para produto 117. e 
~ 187 para produto ll9, 
conforme se pode depreender pelos resultados dos desvios 
dõs, dio, dšz e dš4, respectivamente. 
0. A P5 sofre a mesma explicação do ocorrido em F~l. 
E. As metas 08 e 07, plenamente atingidas, dão a entender que 
o lucro pré-fixado é exatamente o resultante. 
F. A meta de numero 08, totalmente satisfeita, tem a mesma eš 
plicação do ocorrido em F-1 . 
¡ T' O
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Os decisores, de posse destes novos resultados; aceita 
r » "' . ., ram, na integra, sua proposiçao. A partir des.s ponto, pode-se Ê 
nalisar o problema para (yi + Àoíl, onde Àci = 0,1 vi . É ng 
cessärio que se saiba, com antecedência, que variações resultan- 
tes surgiriam desta outra abordagem e, se possível, que já se cqz 
tasse com esta possibilidade tanto no setor comercial, como na 
produção e financeiro. 
A tabela 4 apresenta a formulação matemática para o ca 
so de (yi + Àoil, onde Àóis0;lÀi, ajustada para resolução compu 
tacional. 
Os resultados gerados pela aplicação da programaçãopor 
multiplos objetivos são: 
RESULTADO DA FURMULAÇÃU F-3 
EQUAÇÃO N? DESVIUS PDS. ~ DESVIUS NEG. 
01 0.0 l4l8l.9 
02 0.0 l5430.3 
03 0.0 2879.5 
04 0.0 . M. 0.0 
05 o_o 2so1a.9 




os 0.0 0.0 
os 0.0 0.0 
10 1267.3 o_o 
11 0.0 0.0 
12 0.0 0.0 
13 0.0 0.0 
14 0.0 0.0 
15. 0.0 0.0 
16 o_o 0.0 
17 0.0 0.0 
1a o_o 0.0 
19 0.0 0.0 
20 0.0 o_o 
21 0.0 0.0 
¡ «-
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EQUAÇÃO N? DESVIUS POS." DESVIUS NEG. 
22 0.0 0,0 
23 326.0 0,0 
. 
24 0.0 0.0 
‹ 25 - 0.0 0.0 
20 0.0 0.0 
27 0.0 0.0 
20 0.0 0,0 
29 0.0 0.0 
30 0.0 0.0 
31 0.0 0.0 
32 0.0 0,0 
as . 0.0 1207.0 
34 0.0 1.0 
35 0.0 731.0 
36 0.0 0.0 
37 0.0 0.0 
38 3656B29.U 0.0 
39 0.0 0.0 
ANALISE DA FUNÇÃO 0aJETIvA 
Prioridade Atendimento Valor 
01 ' parcial 2019.0 
02 completo 0.0 
03 completo 0.0 
04 parcial 5326.9 
05 parcial 58310.9 
06 completo 0.0 
07 parcial 3B56829.0 
3 08 completo _ 0.0 
Análise dos resultados da Formulação F~3: 
A. A secção 04 estrangulou o processo de fabricação de forma 
da impedir o atendimento da prioridade 01 . Ve-se que não 
foi possivel produzir l287;l e 731 unidades, respeotivamefl 




desvios negativos das equações de n° 33, 34 e 35 . Resta 
aqui aos decisores, novamente, duas alternativas, quais se 
jam: " 
a] investir nesta secção 04 para que ela passe a produzir 
as quantidades adicionais desejadas; 
b] deixar de atender, de um modo integral, as previsões de 
vendas e estoques. 
B. As prioridades 02 e 03 satisfeitas. traduzem a integral 
possibilidade de alocar um custo de exatamente ........ 
Cr$ 10.000.000,00 em estoques no período. 
C. A meta n° 04 não foi atendida, o que prova a existência de 
5.327 unidades em estoque. distribuidas como 3.713, 1.287 
e 327 unidades, respectivamente, entre os produtos 101 , 
105 e 118, conforme os desvios das equações 08; 10 e 23. 
D. U valor de 58130 verificado na prioridade U5 quantifica a 
ociosidade da linha de produção. 
E. A P5 satisfeita prova que o lucro não ficou abaixo de 
Cr$ 38.425.952,00 previsto, e a P7 nos indica qual o adi- 
cional que foi gerado, isto é. houve um excesso de .... 
Cr$ 3.856.829,00 em relação as previsões. ` 
F. A prioridade 08 satisfeita indica que as quantidades de 
estoques previstas são exatamente iguais àquelas resultan- 
tes. 
Resta ainda analisar o terceiro ponto solução, qual se 
ja, [yi - Àoil, onde Àoi = 0,1 yi .
' 
A tabela 5 apresenta a composição matemática do pro- 
blema para este caso já na forma computacional. Denomina-se esta 
formulação de F-4 . -
,-
. w 
RESULTADOS DA FURNULAÇÃO F-4 ` 
















































































































































ANALISE DA FUNÇÃO 0BJETIVA~ 










07 completo ' ` `U.U 





Análise dos resultados da formulação F-4: 
A. A primeira prioridade foi totalmente satisfeita, consequen 
temente, foi possivel atender a demanda de vendas e esto 
ques. ' 
B. As prioridades 02 e 03 foram atendidas, tal qual já ocor 
reu em F~1 e Fs2. . 
C. A meta 04 indica a formação de 5327 unidades de estoques . 
A distribuiçao desta quantia entre os vários produtos pode 
ser constatada pelos desvios das equações 06, 10 e 23. ' 
0. A prioridade 05 não foi atendida, o que representa uma o- 
ciosidade de 96.868 unidades na linha de produção. 
E. A meta 06 não foi atendida por um valor de Cr$3.572.582,00 
o que indica um decréscimo, neste mesmo valor, do lucro es 
perado. Como o lucro ficou abaixo do previsto, a P7 foi 
-atendida. ' 
H 
F. Com o atendimento da P5, fica.provado que não houve forma 
çao de estoques excessivos. 
Neste ponto seria interessante saber que resultados ad 
viriam se a P4, que não foi satisfeita, fosse simplesmente reti 
rada do sistema. Para execução computacional desta formulação vi 







RE3uLTA003~0A F0RmuLAçÃ0 F-5 _» _ 
EUUAÇÃO N? 'DESVIUS POS. DESVIUS NEG 
U1 ' 0.0 ` 15579.9 
02 0.0 40034.1 
03 0.0 2001.0 
04 0.0 0.0 
05 0.0 27000.1 
00 0.0 0.0 










17 0.0 0.0 
10 . 0.0 0.0 
13 0.0 0.0 
20 320.0 0.0 
21 0.0 0.0 
22 0.0 0.0 
23 0.0 0.0 
24 0.0 0.0 
25 0.0 0.0_ 
20 0.0 0.0 
27 0.0 0.0 
20 0.0 0.0 
29 0.0 0.0 
30 0.0 0.0 
31 0.0 0.0 
32- 0.0 0.0 
- 33 400.1 . 0.0 
34 0.0 0.0 
35 0.0 0.0 
30 0.0 0.0 
37 0.0 0.0 
30 0.0 3719514.0 




































ANÁLISE DA FUNÇÃO UBJETIVA 
Prioridade ' Atendimento Valor 
01 completo 0.0 
. 02 completo 0.0 
03 completo 0.0 
93296.0 
37l95l4.0 
06 parcial 0.0 
- 04 parcial 
05. parcial 
07 parcial 0.0 
Análise dos resultados da formulação F~5: 
' » A. A primeira prioridade foi satisfeita, consequentemente, e 
viável atender toda demanda e estoques propostos. 
B. Tal qual já ocorreu na F-4, as metas de n° 02 e 03 foram 
integralmente atendidas. ' _ 
C. A meta 04 não atendida representa a existencia de uma ocio 
sidade de 93.296 unidades na linha de fabricação. Comparan 
docse com a F-4, nota~se que a ociosidade decresceu e, ob- 
viamente, aumentaram os estoques, que de 5.327 passaram a 
5.791. 
z D. 0 não atendimento da P5 implica em um decréscimo no lucro. 
Como consequencia do decrescimo do Lucro, a P5 foi atendi 
da. 
E. A prova da nao formaçao de estoques excessivos está no a- 
tendimento da prioridade n9 07. ` 
Com os resultados destas cinco formulações, codifica' 
das como F-1, F-2, F-3, F-4 e F~5, a direção da empresa se achou 
em condiçoes para se preparar, do ponto de vista economico. so- 
cial (contratação, demissão e treinamento de pessoal). de "mar- 
Keting"e de produção, para enfrentar o periodo sazonal em análi 
se, da melhor maneira possível. 
'
. 
' Contudo, a título de informação, se gostaria de saber 
que resultados seriam apresentados caso se estabelecesse , como 
se espera fazer no futuro, certas tendências de estoques, isto é
“T
Para os produtos 101 a 114 e 127, desejar-se-ia ter seguinte 












115 a 126, desejar-se~ia ter a seguinte dis ri-
I 




E114 + E127 = 
E109 + E110 = 
T 0 T A L 
E115 + E116 + E124 + E125 = 
E118 + E119 
E117 + E121 + E123 = 
E120 + E122 + E126 = 
A formulação passaria a conter nove equaçoes mais, 
e uma prioridade adicional para minimizar os desvios destas - 
vas restrições, em relação a F-2 . A tabela 7 corresponde a foi 
mulação que contém os aspectos acima mencionados, e que receberá 
o nome de F-6 Q 












RESULTADOS DA FORMULAÇÃU F-6 















































































































EQUAÇÃU N° DESVIOS PUS. DESVIOS NEG. 
36 - 0.0 0.0 
37 _ 0.0 0.0 
se 2aa72e.0 0.0' 
ã 
as - 742509.9 0.0
H 
40 . 0.0 0.0 
41 . 0.0 0.0 
42 0.0 0.0 
43 0.0 0.0 
44 0.0 0.0 
45 0.0 0.0 
46 0.0 0.0 
47 0.0 0.0 
48 0.0 0.0 
ANALISE DA FUNÇÃO UBJETIVA 
Prioridade Atendimento Valor 
01 'parcial 250.0 
02 completo 0.0 
03 parcial 742509.9 
04 completo 0.0 
05 parcial 5326.9 
06 parcial 78328.9 
07 completo 0.0 
` 
00 parcial A 20a72ô.0 
09 , completo 0.0 
Análise dos resultados da formulação F-6: 
A. A secçao 04 da linha de produçao impede o total atendimen 
to da prioridade P1 . Somente dois do total de trinta pro 
dutos não veem alcançadas a proposição de demanda mais es 
toques; são eles: produto 129 em uma unidade e produto 130 
em 249 unidades, tal como se pode verificar dos desvios 
das equações números 34 e 35, respectivamente. 
B. A viabilidade da meta nç 02 indica que foi possível a dis 
tribuição de estoques proposta pelas restrições n° 40 a 48
\
41 
C. 0 valor que consta na meta n9 03 vem a mostrar um acrésci 
m0 de Cr$ 742.510,00 DOS CF$ 10.000.000,00 , Cünsignôdüs 
para custo de estoques. É bem lógico que este valor cres- 
.ça, uma vez que a F-2 apresentou como resultado o mínimo 
custo de estoques possível, já que não haviam restrições 
para sua distribuição entre os diversos produtos, como ago 
ra ocorreu com a introdução das restrições 40 a 49. 
D. A meta n9 04 foi satisfeita uma vez que os estoques tive- 
ram um custo maior que o proposto. 
E. Pelo resultado da prioridade nç 05, se sabe a quantidade 
total de estoques, ou seja, 5327 unidades distribuidas da 
seguinte maneira: 3400, 800, 300, 250, 450, 140, 6 , 36 e 
145 unidades, respectivamente, para os produtos nçs 102 , 
104, 105, 110, 112, 115, 117, 118 e 122. 
F. A ociosidade na linha de produção_atingiu o valor de 76329 
unidades, conforme se pode depreender pelo resultado na me 
ta nç 08. 
A G. 0 total atendimento da prioridade nç 07, e o valor de 
Cr$ 288.728,00 na meta n° 08, vem a esclarecer o valor do 
lucro adicional pelo sistema proposto. Nota-se, no entan- 
to, que este aumento de lucro é inferior ao acréscimo do 
custo de estoques, vide item C. 
H. Com a satisfação do oitavo objetivo fica provado que não 
houve formação de estoques excessivos. 
Como Último aspecto a ser abordado neste exemplo, po- 
der-se-ia formular o problema de modo a identificar o lucro maxi 
mo que poderia ser obtido. Para esta finalidade se propõe a for 
mulação F-7, na qual a primeira prioridade ê, justamente, a maxi 
mização do lucro. 0 resultado indica, conforme se pode ver abai 
xo, que este valor e de: 
Cr$ 999.999.74B,00 - Cr$ 905.950.720,00 = Cr$ 94.049.024,00 
que corresponde a venda total das quantidades indicadas pelos re 
sultados das restrições n° 06 a 35. Us setores 01, 02, 03 e 04, 
da linha de fabricação tem sua capacidade completamente esgota- 
da, mas a secção 05 ainda apresenta uma capacidade ociosa de 

















































A F-7 está formulada na tabela 8. 
































































































































T AEB E L A 1 
RESTRIÇÕES 00 PROBLEMA D0 CAPÍTULO 4 
X1l5$.;.+X12B É . . . . ... . . . . .... . . . . . . ... . . . . . . .. 22 
X101+...+X104+Xl07+...+X110+Xll2+...+Xll4+X127 á 189 


































































+Xll0+Xl28+...+X130 á . . . . . . . ..... . . . 13 





































TABELA 1 - Cont.) 
36 XlU1+...+Xl14+Xl27 ã 167.627 
37 Xll5+.;.+X12B â .... 7.320 
38 l2,B8X111+ ['3.5l1X105+ 
+ 173,l9X1U2+ 37l,71X103+ 
+ 349;72XlD7+ 3lU,25XlO8+ 
+ 165,68Xll2+ l56,44Xll3+ 
+ 524,2lXll6+1.U29.38X113+ 
+ 784,U4X120+ 3l5,4UXl22+ 1 
+1.Q28,97Xl25+ 575,08Xl2B+ 










































+ + _ = X107 ... Xll0+X128+...+X130+d4 . . . . . . . . . .. 13. 






































FURMULAÇÃO F-1, D0 CAPÍTULO 4 































..... . . . . . . . . . . . . . . ... . . . . . . .... 22. 
X101+...+X104+Xl07+...+X1l0+Xll2+...+Xl14+X127+d2 - 189. 







[TABELA 2 ~ C0nt.] 
~ + XlOl+...+X114+Xl27+d38-d36 - 
+ . X115+...+Xl26+d37-d37 = .... 



































































+ d3S - d39 - 37B.D73.2lB,UD 
min P1 fúë+...+aš7J + Pzóšs + Paóšs + P4tóš+...+óš5) + 
+ P5 túÍ+...+úš 1 + Psúšõ + P7úšõ + Patóšs + úš71 .
1 T
48 
T A B E L A 3 
FDRNULAÇÃO F-2 00 PROBLEMA D0 CAPÍTULO 4 
×115+....+x120+0í = ............. . . . . .. 22.200 
X101+....+X104+X107+...+Xll0+X1l2+...X114+X127+d2 = 189.880 






































































. . . . . . ..... ................ 12.120 
+Xl30+d4 = . . . . . . . . . . . . . . . .. 20.193 
= ........ . . . . ... . . . . ... .. 40.400
0
TABELA 3 - Cont.) 
- + XlU1+...+Xll4+X127+d3B-d36 - 


































min P¡(úë+...+óš71 + Pzúšs + 




































d39 * d39 - 37B.U73.12B,OU 
P3dš9 + P4(úš+...+úš51 






T A B E L A 4 
` FORMULAÇÃU'F-3 DO PROBLEMA DO CAPÍTULO 4 
X115+....+X12B+dl - . 
X101+....+Xl04+Xl07+.. 
X105+Xl06+X111+d3 ~ .. 
X107+....+Xl10+Xl28+.. 
Xl07+....+X110+Xl27+d5 

















































































































~ + ×1o1+...+×114+×127+ú3s-das = 

















min P1tús+...+ú37) + Pzóšs + 
+ P5(óÍ+...+dš 1 + Psúãõ + 
183.890 
8.018 
+ Í-3,5l1Xl08 + 
+ 2so,s5×1n4 + 
+ 335,a4×1o9 + 
+ 274,9o×114 + 
+ 945,51×11õ + 
+ 1.o72,72×123 + 
+ 4s,75×12õ + 
+ úšõ - óša = as 
+ 2.473,32×1o3 + 
+ 2.s22,a3×1o7 + 
+ 1.71o,59x111 + 
+ 3.o11,52×115 + 
+ 3.551.1õx119 + 















250 22X128+ + 3.3l8,B3Xl27 + , 
-' -1' 
+ d39 - d39 - 4l2.B8B.592.00 
P3ó39 + P4túš+...+úš51 + 
+ + + P7ú3õ + Patósõ + d37] .
FORMULAÇÃO F-4 D0 PROBLEMA 00 CAPÍTULO 4 
×115+....+×12s+dÍ = .................... . . . . . . . ..... 22.200 
X101+....+X104+X107+...+X110+X112+...+X114+X127+d2 - 189.880 
X105+X106+Xlll+d3 = .. . . . . . . . .... . . . . . . ........... 12.120 
X107+....+X110+Xl28+...+X130+d4 - . . . . . . . . . . ... .. 20.193 






















_ + Xl22+d27-d27 
x125+ä2af02õ 





























































mln P1túš+...+úã7) + Pzašs + 
- + x1o1+;..+×114+×127+ó3s-das - 














































































+ das - úšs = s3s.4s3.1sõ.0n 
P3ú39 + P4[úš+...+dš5J + 
+ + + P7úsõ + Põtúas + óa71 .
FURMULAÇÃ0 F-5 00 PR0BLEMA CAPITUL0 
×115+....¿×12õ+dÍ = ... . .. . .... .... .... 22 200 
x101+....+×104+×107+. +×110+x112+ .+×114+x127+ú2 = 139 330 
×105+×10s+×111+óš = . . .. .. .. . . 12 120 
×107+....+x110+×123+. +x130+ú4 = 193 










- + XllU+dl5-d15 
- + Xlll+dl6-d1B 

















_ + ×129+ú34-034 
×130+úš5-035 
54 































TABELA B ~ C0nt.] 
×1o1+...+×114+×127+dãõ-óšs = 


































- - + min P1tóõ+...+ú37) + Pzúae + 



















+ d39 - d39 = 





















T A`B E L A 7 







+...+×114+×127+d2 = 159 
.. . . . . . . ... . . . . . . .. 12 
IIIIIIIIII I I I I I II 






































































TABELA 7 - C0nt.] 
×1o1+...+×114+×127+úãe-úšs = 


































39 2.U3l.42X10l + 
40 ×1o1+x1o2+ú4o = 














+ 394›98X129 + 

























































































min P1Ldã+...+úš71 + P2td4o+...+ú4õ1 + P3úš9 + P4úã9 + 
+ Pgfdše + úš71 . 





FURMULAÇÂD F~7 00 PRUBLEMA D0 CAPÍTULO 4 
×1l5+n¢¡l+×l2B+d1=cl:nnllun-Ilanasucnccuillnru'Dil' 22: 
Xl01+....+X104+X107+...+Xl10+Xl12+...+Xl14+X127+d2 = 189. 
T A B-E L A 8 
Xl05+Xl08+X1l1+d3 = . 






































































. . . . . . . . . . . . ................... 12. 






























































min Plóšõ + P2(óê+...+úã7) + 


































+ das - dês _ a7õ.o7s.21õ,oo 
+ 'I' + P3d39 + P4d39 + P5[dB+...+d35]+ 
óš71 .
80 
c'A P I T u L o 5 
coNcLusüEs 
Foi visto, neste estudo, um modelo de resolução de 
G.P., com duas interpretações, onde todos os elementos são deter 
ministicos. Uma pequena generalização foi feita quando Bruno Con 
tini considerou o problema estocãstico Y*=RX+U, onde U repre- 
senta a variação dos valores medios. resolvido somente para o ca 
so de variância minima. 
A proposição de generalizar ainda mais o problema esto 
cástico está descrita no capitulo 3, onde os valores ótimos são 
calculados para w valores de risco. ' 
Um exemplo da aplicação desta generalização foi apre- 
sentada no capitulo 4. 
Poder-se-ia ainda introduzir o conceito de "região de 
confiabilidade", para as resoluções Ótimas. Pode-se pensar em 
X0 como solução otima da programação quadrãtica quando _À = O , 
se os desvios forem zero pode-se escrever: 
E£Y1 = R×° = Y*- 
-e, para que haja otimalidade:
_ 
` 
ã Pr(Y(X°] 6 Y*) = Max Pr(Y[X] € Y*] 
A não singularidade de W é condição suficiente Dara 
que a forma quadrãtica Q [onde X=0] seja X2 com q graus de 
liberdade. Logo, Q é um elipsõide [passível de prova matemática] 
no espaço EQ centrado em Yo (10). 
_ 2 Q PX q _ 
onde Xzq é uma fração G da distribuição quiquadrada com ' q 












PFÍXZQ E DX2 Í = -*7§----` ` ttq/2)_1.e t/2 dt = l ' U 
Q 
_ 
zq Tfq/21 p×2q 
Será então possível definir um elipsóide Qíyl › tal 
que: - 
amy) = cv-Y°1'w'1rv-Y°1 = p×2q 
o que indica que a probabilidade de um vetor aleatório Y confir 
mar que Q(Yl >_p×2q não é maior que (1-al. 
Convém salientar que o desenvolvimento deste trabalho 
no aspecto de otimização de uma função quadrática, foi realiza- 
do valendo-se das condições de Kuhn-Tucker para que uma solução 
seja ótima. Não foi estudada a possibilidade do desenvolvimento' 
de um outro algoritmo, já que uma pequena adaptação do algoritmo 
de Dantzig-wolffe foi o suficiente para resolver o problema. Es 
ta adaptação gera, porém, uma necessidade computacional bastante 
grande, recomendarse, pois, o prosseguimento desta pesquisa para 
desenvolver um novo algoritmo com 0 objetivo mais especifico e, 
portanto. mais eficiente no aspecto computacional. 
Outro aspecto que pode ser desenvolvido, refere-se ãs 
interpretações e utilizações do coeficiente de aversão ao risco. 
A literatura sobre este assunto está numerado com (5) e (Bl na 
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Segue a listagem do programa computacional, 
em linguagem FURTRAN IV. para computador tipo IBM- 
370, utilizado na ilustração apresentada no côpítä 




/I JOB T 
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u 
LOG DRIVE CART SPEC CART AVAIL PHY DRIVE 
0000 0008 0008 0000 
V2 M11 ACTUAL 16K' CONFXG 16K 
I/ FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
//JIOGOAL JOB 10000000oKRISCHERoCLASS=C 





















































D0 2l J=1vM 
X(J)=J 





DO 25 K=1›L 




















































00 00 K=1.K3 
00 ôo J=1.M ~ 
suMP=o. 






ITE R =1TER + 1 
BRING IN X(K2) ‹ 
zMA×=o 
oo 90 J=1.M 
xF‹K3-L› 92.70.10 
K4=K3+1 
Do 91 K=Ka.L 







WHICH VARIABLE IS REMOVED FROM THE BASIS _ 
CALCULATE LIMITING AMT FOR EACH BASIS VARIABLE 
150 1= DO 19N 
IF(PRDT(I)) 11091209120 
wR!TE(6913) PRDT(I) 
G0 T0'830 _ 
IF(C(I9K2)) 13091309100 
AMT(I)=-1. 










G0 T0 830 
1: 
zMxN=AMr‹¡1












































_ REMOVE Y(K1) 
Y(K1)=X(K2) 
DO 310 K=1oL 
VALY(K1vK)= VALX(KoK2l 
CONTINUE 
CALCULATE NEW RIGHT-HAND SIDES 
DO 400 X=1oN 
PRDTCI) = PRDT(X1 - ZMIN*C(I›K2) 
CONTINUE 
PRDT(K1) = ZMIN 
_ 
CALCULATE NEW SUBSTITUTION RATES 
DO 500 J=11M 
DO 500 I=1vN ‹ ° 
D‹I›J› = c‹x.J›- c‹x1›J›*‹c‹x›K2›/c‹×1›K2›› 
CoNT1NuE E 
oo 510 J=1zM' 
o‹K1.J› = c‹K1.J›/c‹K1.K2› 
coNT1NuE 
oo 520 J=1.M 




WRITE ALL TABLES OR JUST OPTIMAL TABLE 
1F(ITAB) h0ø40›600 





DO 620 I=1vN 1 
WRITE(6›12) (C(IoJ)›J=1oM) 
CONTINUE 
GO TO 40 
MOVE T0 NEXT LOWER PRIORITY LEVEL 
L1= L1+1 
GO TO 32 





wRxTE‹ô›5ooo› ' ' 



































FoflMAr‹'THR Rxõwr HAND sxos °› 




FoRMAT‹'THE sussfxrurxom RATes'› 




FoRMAr‹'THE zJ-CJ MATR¡×'› 
oo 814 K=1›L 
WRITE(óc12} (RVLX(K|Jl›J=l›M) 
coNTxNuE . 
EVALUATE OBJECTIVE FUNCTION 
DO 820 K=1›L 
ZVALlK)=0z 
DO 820 I=1øN 
ZvAL(K)= ZvAL(K) + PRDT(I)*VALY(I›K)
_ 
CONTINUE ' ` 
WRITE(ó›5004) ' ' 
FORMAT(' AN EVALUATION OF THE OBJECTIVE FUNCTION ') 













/I JOB T 
69 
LOG DRIVE CART SPEC' CART AVAIL PHY DRIVE 
0000 - 0008 0008 0000- _ 
V2 M11 ACTUAL 16K CONFIG 16K 
/Í FOR 












THE START SUROUTINE IS DESIGNED TO TAKE INFORMATION IN A SPEC“ 



















DATA POSINEG/'POS '9'NEG 'Í 
DÀTÂ DÁTA/'DATÂ'/ 
DATA ÔBJ/'OBJ 'I 
DATA PRDB/'PROB'/ 
DATA B /'B'/ 
DATA E|G›L/'E'›'G'|'L'/ 
DATA RGHT/'RGHT'/ ' 
TEST=0o 





IFINVAR¢LEâO) GO TO 1020 
IF(NPRTøLEâO) GO TO 1020 
IF(NROwSzLE»0) GO TO 1020 
IF(ANAME¢NE.PROBI GO TO 901 
READ THE SIGN CARD 
NUMBER OF ROWS| VARIABLES| AND 
IT WILL CONTAIN ONE OF THE FOLLOWING LETTERS FOR EACH ROW 
FOR EQUALS 
FOR LES5 THAN OR EQUAL T0 





































COUNT THE NUMBER OF POSITXVE SLACK VARIABLES 
NFLDS=O 
DO 12 I¿1}NROWS ` 
lF(EOUALS(I)¢EQz8) NFLDS=NFLDS+1 
1F(EOUALS(1).EQ¢G) NFLOS=NFLD5+1 




IF(NROwS¢GT.NR) GO TO 911 
1F(NSIZE¢GT¢NV) GO TO 911 










DO 16 J=1zNSIZE 
DO 16 I=1›NROwS 
KEPT(1)=O 










Aoúusf THE sLAcK vAR1AsLfis ANo_oaJEcT¡vE FuNcT1oN To ME€T_THz
T 
REQUXREMENTS 0? THE sxGN - ›À Wzi- '.› H ¬,*-f~à»<_L,é¿¬ 










GO TO 13 
C(!|J)=“ 
GO TO 13 






























XF(ÂNAMEàNEø0BJ) GO T0 920 
IF(ANAME‹EQzOBJ) GO TO 20 f 
READ€5o21) ANAME›IoMâTEMP 
IF(ANAME.E0.DATA) GO TO 30 
lF(MøLE¢0) GO TO 1022 
K=LISP°M 
FORMAT(A4ø2I5rF1ó¢ó) ' 
1F(JzLEó0) G0 T0 1022 
IF(K»6T¢NPRT) G0 T0 102% 
!F(ANAMEzEQ¢NEG) GO TO 26 
IF(ANAME¢EQ.POS) G0 T0 25 






GO T0 20 
J=KEPT(I) 
IF(KEPT(l)=EOz0) GO TO 1026 
VALX(K›J)=TEMP 
G0 TO 20 _ 
IF(TEMP) 926|20s926 
READ THE DATA MATRIX IN 
...ÍOUIOOÕOÓUÓOÓIOIOÕ0.IOÍOIICIOOIOOIOCÚIÍIOOQÓOIIOOIOIÔQÕIIOÕOOOIIIÓOI 
READ(5›21) ANAMEaI›J9TENP 
!F(ANAME.EQ.RGHT) GO TO 40 
IF(I‹LEz0) G0 T0 1090 
IF(J›EOø0) 60 T0 1090 
J= KPCK+NROWS+J 





GO T0 30 
READ THE RIGHT HAND SIDE 
OIOÚQÓOOÓOOIOOIÕIIIOOIOOÕCOOOOOOIIOCQIOIOIOÓÓOIOIIQOOOOOOOÓOÓÕOÓOIOÕÕUÓ 




























wRxTE‹ó›so15› _ ' 
foRMAT‹55×.'THE Rxun* HAND s1oE~ 1NPu1'›3a×.°PAGE 01°› 
oo 91 1=1.~Rows ~ 
1F‹RHs‹x›› 9«1.«2.43 
RHs‹1›= .oooo1 1 . ' 







FoRMAT‹55×.'THs sussTxTuT1oN RATES- 1NPuT'›1sx.'PAõE oz'› 







FoRMAr‹s5×,'THE oôJEcT1vE FuNcTxoN- 1NPuT'›19×.°PAõE o3'› 
oo 1114 ×=1.N9eT ' ~ _ 
M=LxsP~K › ' 






FoRMAr‹55×.'suMMARY OF INPUT xNFoRMAT1oN'»19×›'PAeE 04') 
NvAR= Nsxzs ' 
wRxTE‹ó,2o17› NRows›NvAR.NPRT.NAR1 
FoRMAr‹1o×,'NuMseR oF Rows.........'»15›/,1o×.'NuMaER oF vARxABLEs 
1ú.zà'9l5›/›1OX›'NUMBER.OF PRIORIT¡ES¢z›'915;/910Xo'ADDEDPRIORITIES 
2000000019151 __ . ` 






FoRMúr‹' PRQGRAM coNrAxN AN ERRQR EITHER xN THE NUMBER oF Rows Pum 
1CHED OR IN THE SIGN CARDo THE VALUE 15 SOMETHING OTHER THAN -E-9-G 











FORMATÍ' IMPROPER DATA COLUMN OR ROW DEFINITION ') 
GO TO 999 _ . 
WRITE(6o921) 
FCRMAT(' AN OBJECTIVE CARD WITH THE VALUE'9F16z3o' 
15 FOUND BUT INSTRUCTIONS AS TO WHICH OEVIATION HAS BEEN NEGLETED› 
ZEXAMINE YOUR 0ATA') _ 
G0 TO 999 
WRITE(691021) . 
FORMAT(' NUMBER OF ROwSo VARIABLESv OR PRIORITIES CANNOT BE EQUA 
1L T0 ZERO UNDER ANY CXRCUNSTANCES') ' 
eo ro 999 
_
. 
wR1re‹ó.1oza› - _ 
FoRMAT‹‹ coLuMN vALus oa Paxoaxrv vALue xs EQUAL ro oa Less THAN 
1 ZERO') , _ 
G0 T0 999 '
73 
AGE 5 
911 WRITE(6›912) E ` 
912 FORMAT(' THE NUMBER OF VARIABLES NEEDED TO COMPUTE THIS PROGRAM 
115 TOO GREAT UNDER PRESENT DIMENSIONS¢ SEE YOUR FROGRAMMER FOR AL 
'ZIERXNG THIS RESTRÍCTZON TO MEET YOUR NEED5') 
GO TO 999 
1026-WRITEló›1027) 
1027 FORMAT(' ATTEMPT IS MADE TO MINIMIZE NON EXISTANT POSITIVE DEVIA 
1TION') 
GO TO 999 
1026 wR1TE(6o1025) . 
1025 FORMATI' OBJECTIVE FUNCTION PRIORITY EXCEEDS STATED NUMBER OF PRI 
1ORITIE5') 
GO TO 999 
901 WRlTE(6o902) 




927 FORMAT(' A CARD IN THE OBJECTIVE SECTION DEFINED SOME VALUE FOR T 
IHE OBJECTIVE FUNCTION BUT FAILED TO DEFINE WHETHER THIS WAS TO AP 
- ZPLY TO THE POSITIVE OR NEGATIVE DEVlATION') 
961 WRITE(6|9Q2) ' 
942 FORMAT(' NEGATIVE VÁLUE5 ARE NOT ALLOWED ON THE RIGHT HAND SIDE» 
1 CORRET PROBLEM BY MULTIPLYING ENTIRE CONSTRAINT THROUGH BY MINUS 
2ONE¢'! 











// Jos T _ 
LOG DR 
0000 
IVE CART SPEC CART AVAIL PHY DRIVE 
0008 0008 0000 



























RHS1 15 THE RESERVED VECTOR OF RHS VALUES FROM THE BEGINNÍNGC 
THE ENDING RHS ARE THE SUBTRACTED FROM THE BEGINNING ONES 
ÀND THE RESULTS IS PLACED INTO THE APPROPRIATE SLACK COLUMNo ‹ 











oo 19 1=1,NRcws ~ 
NEGSLK=oo0 
PossLK=o.o ~ 
oo 11 J=1.NRows 1 
M= Y‹J›




eo To 13 
NEesLK= RHs‹J› 

























44 FoRMAr‹1H1›12ox.'PAõE 07°//›5o×.'vAR1AeLE ANALYsrs'› 
wRxTE‹ó.¢s› 
.as FoRMAT‹////›7×.'vARAaLs AMouNT',//› 
oo 41 l=1.NRows 
. NcHcK= Yrxz-KPCK-Naows - 
xF‹NcHcK› ¢1.«1.42 
42 wR1TE‹ó.â3› NcHcK›RHs‹1› 
41 coNT¡NuE ~ 
wRxTE‹ó.72› 
_ 
72 FoRMAT‹1H1› - 
“ wRxTE‹ó›5o›
_ 
50 FoRMAT‹//z5sx›'ANALYs1s of THE oBJEcT1vE'›23x.'PAsE oe'.////.5ox. 
1PR1oR1TY'.1o×z'uNoER-ACHIEVEMENT'›/› - 
› Do 52 K=1.NPRT 
zvAL‹×›=o.o 
oo 51.x=1.NRows 
51 zvAL‹×›=zvAL‹x›+ vALYr1.K›*RHs‹x› _ 
L1sP= NPRT+1 
KK= LxsP~K z 
1F‹TEsT.Eo.o› eo To 52 
KK= NPRT-K
_ 
1F‹KK.er.o› co To 52 . - 
. wRxTE‹ó»7a› zvAL‹K› 
78 FoRMAT‹/›45×.'ART1F1c1AL'.5x›F2o.5› 
eo To 77 V 







a APÊNDICE 2 
PROGRAMAÇÃO PUR OBJETIVOS ITERATIVA 
Uma extensão interessante do G.P. é o de promover a 
entrada de informações pessoais do decisor no modelo matemático. 
Neste aspecto se mostram de grande valia os conceitos fundamen- 
tais de Função Utilidade. 
Propõe-se, neste capitulo, que ao invés de trabalhar 
com um vetor de metas. que tem uma certa média e uma variancia 
em uma distribuição normal, tal como foi estudado em capítulos 
anteriores, que se trabalhe com a curva utilidade, tal como foi 
discutido por James S. Dyer (91. 
5.1 ~ Relação entre minimizar desvios e maximizar a função uti- 
' lidade; 
Supor a seguinte formulação de G.P., tal como foi vis 
ta, em termos matriciais, no capitulo 2. 
Min (Pz* + Pz'1 
s.a. RX - Iz+ + Iz = Y* 
BX f h 
+ e xi, zi,'zi U 
p 
Por outro lado, pela noção de função utilidade, admite 
se a existência de U[Y] com a seguinte propriedade: 
Ú = UÍY1] > UÍY2) > UÍY3] ... > UÍYn] = 1 
ou seja, admite-se que exista uma ordem de preferência [ utiles 
ou brits) pelos diferentes valores de Y . Esta ordem de preferên 
cia deve ser determinada a partir de informações prestadas pelo 
decisor que, admite-se, seja racional e coerente (111. Na verda
1
77 
de, o que se dispõe agora é uma curva utilidade yl . Ufyil pa- 
ra cada restrição do problema. 
Podefse supor que a Função utilidade do decisor seja 
monotonicamente crescente, em outras palavras, U'[Y] = U . Sa- 
be-se que uma Função utilidade deste tipo pode ser aproximada ps 
lo polinõmio de Taylor, ' 
» u[Y1 = â + nv + CYZ + aY3 + ... 
onde Y é um vetor n-dimensional. 
Todavia, este estudo restringe-se até o segundo momen- 
to, pois a distribuição do vetor Y será considerada somente quan 
to a média e a variância. Neste caso, 
u(YJ = õ + DY + CY? 
U valor esperado desta funçao será: 
Efufvll = Ecõ1+ecbY1+EfzY21 
Sabe-se, no entanto, que: 
EIYJ = Y*_ 
E(Y2J = Y*3 + G2 
2 - . . ~ onde O e a variancia com relaçao ao valor esperado. 
Assim, chega-se Finalmente a: 
E[U[Y]) = a + bY* + cY*2 + CG2 . 
2 - Uma vez que as parcelas a; bY* e CY* sao constantes, 
as possíveis variações no valor esperado da utilidade do vetor 
Y dependerá unicamente da varíancia do mesmo. 
Pressupondo a existência de m vetores Y, como por e- 
xemplo no oaso de. num mesmo problema, se fazerem várias itera- 
ções, pode-se escrever que:
›
78 
E(U(Y1]]= a + bY* + cY*2 + cof 
_ * *2 2 E[U[Y2]]- a + bY + cY +_cO2 
.EcurYw11= õ + sv* + zY*2 + zõfl, . 
Pode-se dispor estas equações de tal modo que, 
E[U[Y1]) > E(U(Y2]] ... > E[U[Yw]] . 
mas dado que as parcelas a+bY*+cY*2 são constantes, decorre 
que: 
2 2 2 
.Col < noz ... < cow 
Entre várias opções que diferem unicamente quanto ao 
termo da variancia em relação a média, é óbvio, que um decisor 
conservador preferirá a de menor variância, ou seja, 
se E(U(Y1)] > E[U[Y2]] › sai que 
2 2 
O1 < U2 
Levando este raciocínio para o conjunto de opções, se 
tem finalmente que:
_ 
2 2 2 2~ gl<g2<0'3...<0°° , 
o que só será possível se c <`0 . 
~ Assim se comprova que existe uma perfeita correspon - 
dência em ' a 
Min (Pz+ + Pz J e Max UÍY] . 
Pode-se dar uma interpretação geométrica para 0 que Fi 
cou assentado. Seja, para isto, a função utilidade 
ULY1 = õ + bYA+ CY? =.a + bvç- KZY2 , 




utvl = -Kzcvz-tb/K2) Y-a/K2: , 
o que sempre se pode fazer como: 
ucva = -Kzrv-u12 + B , 
onde. ' 
B = K2G2 - a , e G = b/2K2
_ 
Assim se tem: 
-2K(Y-ul para a > Y 
}U'[Y) 
O para = Y 
.B 






5.2 - Formulação do G.P, Unilateral 
U decisor deverá apresentar uma região de aceitação pa 
ra cada yi , componente do vetor Y¿ tal como foi feito no capi 
tulo 3, quando se propos um valor médio e uma variação, só que. 
neste caso, ao invés de pensar em variância o decisor deve espe 
cificar um peso Pi associado com cada desvio do valor de yi. 
Desta forma cada restrição terã uma preferencia relativa as res 
tantes. Supõe-se. por outro lado, que a preferência do decisor e 
não decrescente. 
James S. Dyer sugere que se utilize um algoritmo iterâ 






5.a- RX-Iz*+Iz' = Y 
2+, Z-, Xi E O 
Logo: 
Iz' = Y - Rx + Iz* , B 
Min Pt-Rx+1z+1 + Mõ× PtR×-1z*1 
_ - * â
` 
Introduzindo Izl + Izl - RX , e substituindo Iz+ 
por Izš . tem~se que: 
Max PÍIZÉ - Izí - Izšl
› 
s.a. RX ~ Izí + Izí = O 
Rx - Izë + Izz = Y 
+ - + - , 21. 21, 22, 22 - O [34] 
Esta formulação unilateral de G.P. é equivalente a a- 
proximação linear de uma função utilidade separável aditiva,pois 
se depreende claramente que a Função objetiva expressa em [34] 
é a soma de r funções lineares conoavas. 
Assim o problema pode ser resolvido com o auxílio do 
algoritmo de Frank-Wolfe. 
Ijiri sugere que a escolha de Pi seja feita da se- 
guinte forma: - 
Pi = 1/(Afi] = 1/Íäfj/Êfil = ati/Êfj 5 
. 
5 (au/Bfil / (au/afjl , 
desde que U seja diferenciável, e onde 




5.2 - Algoritmo de G.P. Unilateral 
Etapa 1 
Determinar os objetivos yi [valor esperadol, para ca- 
da restriçao, junto ao decisor. Cada yi deve ser escolhido de 
modo que: _ 
ãU/âfi = O para fi e bi, i= l,...,r 
isto é, escolher o bi de tal forma que sua utilidade seja maxi 
ma, em outras palavras, yi ê escolhido assim que, a partir dele, 
não há mais satisfação em aumentá~lo mas há um decréscimo de sa 
tisfaçšo ao diminui-lo. . 
Etapa 2 
Escolher um vetor arbitrário Xk 5 X que satisfaça to 
das restrições. Calcular fk[XlK . onde K representa o numero 
da iteração. 
Etapa 3 
` ~ ... Se houver a disposiçao uma curva funçao utilidade para 
cada restrição, este cálculo é imediato. Mas como isto , quase 
sempre, implica em impossibilidade prática, se procede da seguin 
te forma: 
Tem-se (fl, ... fi ... fr] , dá-se um incremento Afi 
ao fi , e assim passaremos a (fl, ... fi+Afi, ... fr] e se ve 
rifica em quanto este aumento influencia as outras restrições. O 
decisor dispõe então subsídios para esta escolha. 
Etapa 4 
- Deve-se resolver o problema unilateral de G.P.. SupÕe~ 
se que Pkz seja continuamente diferenciável e, como decorrên- 
cia, que seja uma função continua. 
Vmin Pkz 





Como a ordem de prioridades da iteraçäo K foi fixada 
na etaDa 3, o G.P. dará uma solução Ótima X*K de acordo com er 
la. ' 
Antes de estudar o próximo passo. convém apresentar E 
mas consideraçoes teóricas. 
A chamada derivada direcional de U(f(X]]. no ponto X, 
ao longo da direção dl, dz, ;.., dn é definida pelo valor limi 
te de: ~ 
u¬°£×1+hó1, ×n+n‹.-ln) ~ u+=(×1, ×n1 
“ 1/2 
h f 2 fú¿-,121 
â=1 
assim que h se aproxima de zero por valores positivos. Dado as 
condições de continuidade, este limite se iguala a 
Fl 
Z (8f(U] / 8Xj]dj 
â=1 
f>[31fó.1211/2 
J 1 J 
Se dj for normalizado de modo que o denominador seja 
igual a 1, o valor da direção derivativa é maximizado para dj , 
que é proporcional a 8f(U]/Bxj . Em outras palavras, a taxa de 
aumento de UÍXJ por unidade da distancia Euclidiana é maior pa 
ra o gradiente nesta direção. 
U aumenta no sentido indicado pela seta da figura a- 
baixo. É necessário salientar que este gráfico vale para somente 
uma iteraçao. 
Faz-se dk = X*K - Xk . 
dä , para cada j = 1, 2, ..., n , representa a dire 















'\"` // É 1% 
Etapa 5 
- Com auxílio do deoisor determina-se uma aproximação do 




Geometrioamente, t = a/b . Conhece-se Xk e X*k mas 
não se sabe se X*k representa o ponto ótimo; então raoiocina~ 
se com a reta [XK.X*k] . Neste caso se pode, por derivação, en- 
contrar o ponto ótimo sobre este segmento de reta, que será o 
ponto de maior utilidade desta iteração. Este ponto será denomi- 
nado de Xk+1 . Caso t=1 o ponto X*k 'já é.o ponto ótimo, ou 
aquele que apresenta a maior utilidade da função. 
Etapa B 
» Se U(f[XK + tkdkll = U(fk) , termina-se o prooedimen 
to, Caso contrário toma~se Xk+1 = Xk + tkdk e segue-se para a 
etapa 3, para uma nova escolha de prioridades. 
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